
 رشد برهان دورة متوسطه2 | دورة سى ام |  شمارة 1 |  پاييز 241399

دكتر غلامرضا ياسي پور

رياضى انديشيدن

اين حكايت گفته شد زير و زبر
همچو كارِ عاشقان بي پا و سر

سر ندارد چون ز ازل بوده است پيش
پا ندارد با ابد بوده است خويش

(مثنوي معنوي/ دفتر اول/ 98 ـ 2897)

آيا كسرها بي نهايت ـ شمارايند؟
مجموعة كسرها، يا Q، به اين معني كه مي توان N را به عنوان 
زيرمجموعــه اي از Q در نظر گرفت، بزرگ تر از N اســت. اما آيا 
مي توان جميع اعضاي Q را در يك فهرســت نوشت؟ يعني، آيا 
مي توانيم فهرســتي ارائه كنيم كه هر كســر (از جمله كسرهاي 
منفي) جايي در آن داشته باشــد؟ به نظر مي رسد، اين ايده كه 
 N مجموعه اي به اين بزرگي را مي توان در تناظري يك به يك با
قرار داد، غيرممكن باشد. با اين همه، اين كار را مي توان انجام داد.
طريق آغاز اين كار، مجسم كردن عبارت هاي دوبعُدي است. 
براي شروع، رديفي از همة عددهاي تمام، متناوباً مثبت و منفي، 
مي نويسيم. ســپس زير آن، همة كســرهايي را مي نويسيم كه 

بي نهايت (2)

مخرجشــان 2 است. اما آن هايي را كه در سطر بالا ظاهر شده اند 
)، مي اندازيم. آن گاه زير اين سطر، كسرهايي را  =6 32 (مانند 
مي نويسيم كه مخرج 3 دارند، و بار ديگر آن هايي را كه قبلاً ثبت 

كرده ايم، حذف مي كنيم.
كار را به اين طريق ادامــه مي دهيم، اما در مورد آن، گرچه 
هيچ گاه پايان نمي پذيرد، دقيقــاً مي دانيم كه در نمودارمان، هر 
2 در رديف  9

67
 كسر در كدام مكان ظاهر مي شود. براي مثال، 

1 قرار دارد.
67 67 ام، در حدود 200 مكان در سمت راست 
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با نمایش همة کسرها در این طریق، دست کم بالقوه مي توانیم 
فهرستي یک بعُدي بنا کنیم. در صورتي که از سطر بالایي شروع 
کنیم، و در هر مرحله به راست حرکت نماییم، هرگز به سطر دوم 
نمي رسیم. اما با انتخاب یک مسیر پرپیچ و خم زیگزاگي، مي توان 
به موفقیت رسید. با شروع از 1، فهرست خطي معهود، به صورت 

زیر آغاز مي شود:
, , , , , ,− − −

1 1 11 1 2 2
2 3 2

که از پیکان ها پیروي مي کند. هر کســر، مثبت یا منفي، در 
جایي از این فهرســت خطي واقع اســت، و برعکس، موقعیتش 
جفتش را در فهرست دوبعُدي کسرها به دست مي دهد. بنابراین، 
مي تــوان نتیجه گرفت کــه مجموعة کســرهاي Q بي نهایت ـ 

.card (Q)=x0 :شماراست و نوشت

فهرست کردن عددهاي حقیقي
در حالي که مجموعة کسرها جواب گوي اعضاي بسیاري بر 
محور عددي حقیقي اســت، عددهــاي حقیقي اي نیز، از قبیل
، π، e موجودند که کســر نیســتند. ایــن عددها، عددهاي  2
گنگ اند و »رخنه ها را پر مي کنند« تا محور عددي حقیقي R را 

به دست دهند.

π25 e
3
2

30-3 -2 -1 41 2

-

به مجموعة R، با رخنه هاي پر شــده، به عنوان »پیوستار«2 
رجوع مي شود. اما چگونه مي توانیم فهرستي از عددهاي حقیقي 

تشکیل دهیم؟ کانتور، در حرکتي مملو از زیرکي محض، نشان 
داد که حتي کوشش در قرار دادن عددهاي حقیقي بین 0 و 1
در یک فهرست، محکوم به شکست است. این پاسخ، بدون شک، 
به صورت شوکي به اشخاصي وارد شد که به فهرست سازي معتاد 
بودنــد. چرا که درواقع از این به حیــرت مي افتادند که چگونه 

نمي توان مجموعه اي از عددها را یکي پس از دیگري نوشت.
فرض مي کنیم به حرف کانتور اعتقاد نداشته باشید. مي دانید 
که هر عدد بین 0 و 1 را مي توان به صورت یک دهدهي گسترش 

/ و  ...=1 52                  

یابنــده، مثلًا 

π=/ بیــان کــرد. پس 
1 3183 988618379 67153  

باید بــه کانتور بگویید: »بفرمایید، این فهرســت من از جمیع 
 ،r4 ،r3 ،r2 ،r1 عددهاي بین 0 و 1 اســت«، فهرســتي که آن را
r5، ... مي نامیــم؛ چه در صورتي که نتوانید چنین کنید، حق با 

کانتور است.
تصور کنید کانتور به فهرستتان نگاه مي کند، و عددهاي واقع 

در قطرِ مشخص شده را با حرف سیاه علامت مي زند:

r : / a a a a a ...
r : / b b b b b ...
r : / c c c c c ...
r : / d d d d d ...

1 1 2 3 4 5

2 1 2 3 4 5

3 1 2 3 4 5

4 1 2 3 4 5
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

 x2 ،a1 متفاوت از x1 ،کــه در آن x=x1x2x3x4x5... اما عدد
متفــاوت از x3 ،b2 متفاوت از c3، و به همین گونه در امتداد قطر 
است، کجاست؟ عدد ایکسِ وي از هر عدد واقع در فهرستتان در 
یک مکان دهدهي تفاوت دارد، و لذا نمي تواند در این فهرســت 

باشد. پس حق با کانتور است.
 R درواقع، هیچ فهرستي در مورد مجموعة عددهاي حقیقي
ممکن نیســت، و بنابراین R مجموعة نامتناهي »بزرگ تر«ي از 
مجموعة نامتناهي کسرهاي Q است؛ یعني مجموعه اي با مرتبة 

نامتناهي بالاتر.

 پی نوشت ها...................................................................................
۱. مطربان رفتند و صوفي در سماع
    عشق را آغاز هست انجام نيست
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